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Partie 1
A
1.
a) Les solutions de (e) sont les ei%Tﬂ,O <k<n-1.

b) En posant w, = eiz?ﬂ, les solutions de (e) sont les wh,0 <p <n—1.

2. Onpose Z, =wh,0<p<n-—1.
Z\(Zo+ Zi++ A+ Zn—1) = wyp(I+wp+ - 4wl = wote - Awl  wlh = Zo+ 2y A Lo
—~
=1
donc (Z1 —1)(Zo+Z1+ -+ Zyn—1)=0
~—

£0
DouZo+ 214+ Zy—1 =0.

3.
n—1 n—1 ne1 n(n—1) n—1
[[2=lwt=wi" =wa = (J[2)*= ()" =17 =1,
p=0 p=0 p=0
donc
n—1
112 =+1
p=0
— Sin est impair, n =2k + 1 :
-1
ngo Zp = (wfb)" =1
— Si n est pair, n = 2k
=0 Zp = (wp)" ' o = g =" = —1
n e 2k
4.

a) On considere le polynome : P(Z) = b,(Z — 1) -+ (Z — an).
En consideéerant le terme constant de P dans les deux expressions :
b (—=1)" [[=; ap = bo donc

n nbo
[Tor=(-1 -
p=1
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b) En considérant le terme de degré n — 1 de P, on obtient
bp—1 = _bn(al R an)-
donc

S oy =
p=1 on

5. On pose P(Z) = Z" — 1 Les racines de P sont les Z,,0 <p <n —1.
D’apres 1 —4) a) et b)

n—1 1 n—1 0

7 = (—1)"— = (—1)"t! - =
12 -0 T =0y z,- 3 -0
p=0 p=0

Su=D cos(TT) = SUREH) = Y R(Z) = R 2) = R(0) =0
p=1 p=

n
1 p=1 p=1

a) Soit B une racine d’ordre n de I'unité i.e. pour 1 <k <n—1,8% # 1 et g7 = 1.

QX)=1+2X+3X?+ - +nX"!

Posons P(X) =1+ X + X2 4. 4 X" = X311

Ona: P'(X)=Q(X)et (X—-1)P(X)= X" 1. En dérivant P(X)+(X -1)Q(X) =
(n+1)X™.

En évaluant en 3 :

PB)+ (B -1)Q(B) = (n+1)p" =n+1

n+177ﬁntl_l
done Q(f) = ——5=1—— or
gt = 3B = 3 donc "
=5
b) n=4:{Z,}to<p<s = {£1,+i}
3
[[ez) = g(/ll x Q(=1) x Q(i) x Q(—1)
=0 =nntl) =25 =77 T
’ Yn+1)  22x5
[Tawz) == ((11;;3 ) _;3 =—5x 2.
p=0
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2. Dans le cas général On a pour 1 <p<n—1;

|Zp - 1|2 = |Zp - 1’2
2pm 2
= |e''n — 1’
_ (cos(%%) 1y +sin2(2’%)
= (2 sinz(}%))2 +(2 sin(—ﬂ) cos(llﬁ))2
_ .2/ PT
= 4sin*( - )
- Sin=2k
n—1 k—1 k=1
[[ez) = eme-][ez)]]eZ)
p=0 p=1 p=1
nn+1) -n L2
= X — X 5
2 2 p=1 |ZP - 1|
_ —n*(n+1) Al 1
B 22 ,,1;[1 4sin®(EX)
_ _<ﬁ)n n+1
2 H’;_i sin?(2)
n—1 . n+ 1 B
- Sin=2k+1
o k LA n(n+1) n? n.,
pHOQ(Zp) = Q(l)ﬂ@(%)}l@(zp) =T X awem @)
Dans les deux cas
n—1 n E(n/2) »
[T ) = ("G x e I] si?P5) !
p=0 p=1
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—Sin|p:p=rxmn,reN-
,wg_wrxn:(wg)r:lr:

donc . )
n— n—
Sa(p) =) wP =) l=n
k=0 k=0
— Sinfp:wh #1
1 —wpi?
S, = 0

n(p) 1—w?

2. Soient p et ¢ deux entiers relatifs :

Z wkpwkq Z wk(p+q (p + q)

Z wiPw, ™ = 5, (p = q)

D’apres C 1.
On a:
[ n sin|p+g
et
_Jn osin|p—gq
Vn(p7Q)_{0 Sin)(p—q
D
1. 72" - :HZ;(%(Z_ZP)

En dérivant :

n—1
nz" 't =>"p=0"" [] Z-2%)
j p—
J#FD
En évaluant en Z = 1 et en prenant le module dans les deux membres

In| =11 ”_1 1—-Zj) ’: i " 2sin(1T)

n=2"" 11_[ Osin( 7) donc
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H sin(p—ﬂ) =nx 2"
n

p=0

2. Sinestpair,n=2k:Pour 0 <p <k

2% —
sin DT (e BT
_ an(PT
sin( 2k)
2k—1 k—1
0 . pT (2k — p)m
H sm(ﬁ) H sm(—k) sin —
p=1 p=1
k—1 D
— (P2
(T sinZ0)
p=1
Si n est impair, n = 2k + 1.
2k k—1 k
) p B . p . 2k+1—p)m
Hsm(2k+ ) = E[sm(% ¥ 1)]31:[18”1 2% + 1

k
- (Ulsm(zkar D)

Donc
n—1
P = H sm(p—) = /2n x 21-2n = ol=n /py
p=1
n p7r
P, = = \/ 2n + 1) x 21-@n+l) = 277 /on 1 1
o pl;[sm(2n+1) (2n+1) x n+
E

On rappelle le lemme de Gauss :

Lemme 1 (Gauss). Soit a,b,c 3 entiers naturels non nuls. Si a divise le produit bc et si
a est premier avec ¢ alors a divise b.
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1. La condition est suffisante : .
Supposons que pour tout m <n, ZJ' =e' n # 1.
De maniére équivalente pour tout m < n , n{ pm.
Sid|navecl<d<n,nt%ipcarl<?% <ndoncdfp.
n et p n’ont pas de diviseur commun autre que =1 donc p et n sont premiers entre eux.
Réciproquement,supposons que p et n sont premiers entre eux.
D’apres le lemme de Gauss :
Sin|mp alorsn!m donc pour 1 < m < n,ntmp.

2pmm
Donc e n # 1 et Z, est une racine d’ordre n de I'unité, donc la condition est
nécessaire.

2. Le degré de ®,, est le nombre d’entiers 1 < m < n tel que m et n sont premiers entre
eux. On le note ¢(n) : ¢ est I'indicatrice d’Euler.

3. Sin est premier, alors pour tout m € [L,n — 1], m et n sont premiers entre eux donc

7" —1 .
Pn(Z) = —— =) z
k=0
127 127
4., Sin=2wy=e2 =-—1 wpg=e€e1 =g
Oy(Z)=(Z —ws)(Z —w}) = (Z—i)(Z+i)=22+1
dy(Z) =27 -1

Montrons que ®9,(2) = &,(—2).

Soit n un nombre premier impair : n = 2p + 1

Les entiers compris entre 1 et 2n et non premiers avec 2n sont les 2k,1 <k <n—1 et
n. On en déduit que :

n—1
q)gn(Z) _ H (Z w2k+1 H 2k+1)

k=0 =
2k+1#n 7&
orpour 0 <k <n-—1.
On a par ailleurs :
n—1 n—1
O (—2) = [[ (-2 - k) = (-1)"" 1]‘[ Z+wh)=T[(Z+wh)
k=1 k=1
car n — 1 est pair
n—1
oon(2)= [ (Z-wit™)
k=0
k#p
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1l suffit de montrer que
{wgzﬂ’ogk:gn—l,k;;ép}:{fwﬁ’l <k<n-1}

Les deux ensembles ont pour cardinal n — 1 (leurs éléments sont 2 a 2 distincts).

De plus leurs éléments sont des racines éniemes de —1. En effet :

(wgffb-l-l)n = (an)anw;n = wgn =-1

et (—wh) = (~1)nuk = (—1)" = —1.

Or, il y a n — 1 racines éniemes de —1 différentes de —1.

Donc ces deux ensembles sont tous les deux égaux a ’ensemble des racines éniemes de —1
privé de —1. D’oti le résultat.

$9,(2) = O, (—2)

F : Applications

1. 5 est premier impair donc
@5(2):1+Z+Z2+Z3+Z4
et q)lo(Z) = (135(—2) —1-Z+2722_734+ 74

2. L’ensemble des diviseurs de 12 est div(12) = {1,2,3,4,6,12}.

®(2) = Z-1

Oy(Z) = Z+1

®3(2) = Z°+7Z+1

O(2) = (Z-D)(Z-i*)=2>+1
wg = ei2n/6— gim/3

D(Z) = ®3(-2)=2>—-Z+1

or wb = —1 donc
®12(2) (Z — w12)(Z + wizwis)(Z — whhwio)(Z — wiy)
= (Z-w2)(Z +wip )(Z +wi)(Z — wiy)
= (2% —wi)(Z® - wiy)
= (Z2°—we)(Z* —wi!)

D19(Z) =24 - 7% +1
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Ona:
QP35 = (Z —1)(Z? + Z + 1) qui est une identité remarquable : ®1P3 = 73 — 1
De méme, ®o®g = (Z +1)(Z%2 - Z +1)=Z3 + 1.
On en déduit ®;PP3Ps = (23 —1)(Z3 +1) = 26 — 1.
Pybr1o = (22 +1)(Z2* - 22 +1) =25 — 1.
On en déduit que

DDy P3P, PPy = (26 - 1)(Z2° +1) =22 -1

Dans le cas général, on peut penser que pour n € N* :

[[2a2)=2"-1

dln

Méme si le sujet ne le demande pas, la démonstration de ce théoréme est intéressante :
Notons div(n) Pensemble des diviseurs de n, div(n) = {d € {1,--- ,n} /d|n}

Lemme 2. Soitne N* ,pe{l,--- ,n} et Z, = 2

Soit U,, ’ensemble des racines n-iemes de [’unité.

On appelle ordre de Z, dans U, le plus petit entier k > 0 tel que Z;; = 1. L’ordre de
Zy dans U, divise n.

Démonstration. D’abord k existe et est dans {1,--- ,n} car Z} =1

Faisons la division euclidienne de n par k.

n=gqk -+, qgestlequotient et r lereste : g e N et 0 <r <k

Onadonc 1 = Z7' = Z"" = (Z8)1 x 2} = Z7 car ZF = 1.

Donc Z; = 1.

Comme k est le plus petit entier strictement positif tel que Z]I,f = 1, on a forcément
r=20

doncn=qketk|n. O

On a donc {1, -+, n} = Ugegivm {p € {1,--- ,n} / ordre(Zp) = d} donc
Z" =1 = [[,-1(Z = Z)

Hdédiv(n) Hp€{1,~-- ,n} / ordre(Zp) dans Uy, = d}(Z - Zp)

= Hdediv(n) Hpe{l,--- ,n} / Zpracine primitive d’ordre d de l’unité(Z - Zp)

Cette derniere égalité vient de la question F — 1) qui dit que

Zp est racine primitive d’ordre d de I'unité

ssi quelque soit I'entier m < d, Z, n’est pas une racine m-ieme de 1'unité
ssi quelque soit entier m < d, Z;" # 1

ssi 'ordre de Z,, dans Uy est exactement d

done Z" — 1 = [[yegiv(n) Pa(2) (E)
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On note pour d € N*, ¢(d) le degré du polynéme cyclotomique ®4. ¢ est la fonction
d’Euler. ¢(d) calcule le nombre d’entiers entre 1 et d premiers avec d. En prenant les degrés

dans la relation (F), on obtient :

Cette relation est tres utile en théorie des groupes, mais cette relation sort déja largement

n=">_ ()

du programme des classes de Terminales.

On peut remarquer que les ®,, calculés sont tous a coefficients dans 41 mais ce n’est vrai

que pour n < 105.

—k)mw
,1<k<n-1}

Partie 2
A
1. Les solutions dans C de I’équation 72" — 1 sont les e%, 1<k<2n
i idnm i2km i2(2n
{fem o  1<k<n—-1}={em e m 1<k<n—1}={e =
=1
donc
i4 2 n-l 12k
77 -1 = (Z—em)(Z—ew)[[(Z-e2")(Z—e 2
k=1
n-l 2k 12k
= (Z2-D]]Z-e2)Z—-e )
k=1
2.

a) En évaluant le polynéme Z?® — 1 en a on obtient :
2k 2k

"1 = (a2 = D[ a— e B ) (a— e 5
donc

i 12k'Tr _ 12km 2 L2k:7'r
Hafez’n a—e m ) = (a+1) Hafe%
k=1
2
qa " —1
= (a+1
( )a2_1

a—e

a—1

H( i2kn 7%) (a + 1)(a2” — 1)

_ 12km

=)

9 visitez  http://www.daaramath.com



Corrigé Concours Général Sénégalais 99

b) Onapour k€N

2k 2k i2km 2k k
(a—egi )(a—e*%l:z):a2—((322]7i +e )a+1:a2—2acos—7r+1
n
D’ou
(a+1)(a*" —1)
a—1

- km
H(a2 —2acos — +1) =
n
k=1
3. D’apres les sommes de Riemann

IS ) i [ P = J(a)
n n 0
k=1

a) Sila|<1:
(a+1)(a®™ — 1) l1+a

—n—+o0 1

a—1 —a

b) Sila| > 1,

(a+ 1)(@2” -1) B a2”+1(1 — a_Q")(l + a_l)

a—1 a—1

On pose h, = (1 —a™2")(1+a71).
By >0et hy —potoo 1 +at
On pose
_2m. (a+1)(a* —1)
n " a—1

Soit € = +1 le signe de a :
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=P

9 r 2n+1
= Z[ )
n | elal—e€
9 [ 2n+1,2n+1
o I | el
n €lal — €
o '|a|2n+1 ]
= —In n
n la] — €
2 1
S [(2n+ nla| + —— + Inhn]
n la| — €
_’n—>+ooo
2 2 1 2
= 47rln|a|—|——7rln|a|—|——7rln + 1 In Ay,
n n  |al—e n —~—

N—_——

—1
4000 _’n~>+ooln 1+a

—n—-+oo

Donc
bn, —n—too 4mln|al.

D’autre part :
T

J(a) = lim

n—+oo N

- k
E In(1 + a? — 2a cos —W)
n
k=1

n
m km
= lim —1 1+a® — 2acos —
im nH( +a a cos n)

n—-+4oo N
k=1
1)(a®" -1
= lim zln (a+1)(a )
n——+oo N a—1
b
= lim —&
n—+oo 2

Donc
I(a) =2J(a) = lim b, =4nrln|al

n—-+o0o
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